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Vorwort

Schon wieder ein Mathematik-Buch fiir Ingenieurstudiengédnge. Es gibt doch schon so viele. Richtig.
Dieses hier ist anders. Die Zeiten haben sich gedndert. Bachelor-Studienginge bieten ein verkiirztes
Studium (und die Kiirzungen fanden in manchen Fillen auf Kosten der Grundlagenfacher statt). An-
wendungsorientiert soll gelehrt werden, miihselige Rechnerei werde ja vom Computer iibernommen.
Das ist einleuchtend. Ein Irrtum ist es jedoch, daraus zu schliefen, es brauche weniger Mathematik-
Kenntnisse. Rechnen ist nicht Mathematik. Um einen Computer fiir mathematische Fragestellungen zu
verwenden, bedarf es nicht weniger Mathematik-Kenntnisse, sondern im Gegenteil mehr, im Sinne von
vertiefte, Mathematik-Kenntnisse. Durch unsachgemif3e Verwendung von Computern entsteht regelma-
Big volkswirtschaftlicher Schaden (und manchmal auch an Leib und Leben). Ingenieure bendtigen also
ein Verstandnis mathematischer Begriffe und Methoden, um Computer sinnvoll einsetzen und Ergebnis-
se richtig interpretieren zu konnen. Und das gilt nicht nur fiir Ingenieure, sondern fiir alle Absolventen
von technischen und naturwissenschaftlichen Studiengéngen.

Dieses Buch versucht diese Philosophie umzusetzen, — Methodenwissen anstelle von Faktenwissen.
Daher finden sich in diesem Buch nicht allzu viele Rechenaufgaben, sondern vielmehr Aufgaben, die das
Verstindnis der Begriffe und Methoden hinterfragen und festigen. An Vorwissen reichen Schulkenntnis-
se bzw. ein (ernsthaft!) besuchter Vorkurs, wie er an Fachhochschulen iiblicherweise angeboten wird,
aus.

Das Vorgehen fuBit auf langjdhrigen Lehrerfahrungen im Bereich Mathematik fiir Anwender. Studie-
rende aus drei Kontinenten und vielerlei Kulturen haben das Konzept durch ihr Feedback zu meinen
Lehrveranstaltungen auf den richtigen Weg gebracht. Alle studentischen Fragen und Kommentare, egal
auf welchem Niveau, haben mir ermoglicht, meine Lehrmethoden zu verfeinern. Dafiir gebiihrt ihnen
Dank an erster Stelle.

Besonderen Dank schulde ich den damaligen Ingenieurstudenten Christian Jelenowski, Christof Kauf-
mann und Arndt Steffen. Sie haben groe Teile des Buches gegengelesen, dabei viele Fehler, Ungenau-
igkeiten und unbeholfene Erklarungen gefunden und zu meiner Aufmerksamkeit gebracht. Alle Fehler,
die sich jetzt noch finden, gehen daher auf meine eigene Kappe.

Dem Team des Carl Hanser Verlags bin ich dankbar fiir die gewohnt angenehme Zusammenarbeit, be-
sonders Frau Natalia Silakova fiir ihren Einsatz bei der Realisierung der Neuauflage.

Fiir diese Neuauflage wurden viele Kleinigkeiten verbessert und iiberarbeitet. Hinweise und Anregungen
aus dem Leserkreis sind jederzeit willkommen.

Bochum, im Oktober 2021 Michael Knorrenschild
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1 Grundlagen (Steilkurs)

Wir beginnen mit einer sehr gerafften Zusammenstellung von wichtigen Fakten. Dass Sie den Schulstoff
beherrschen, wird vorausgesetzt. Ohne diese Vorarbeit werden Sie an diesem Buch — und an keinem an-
deren Mathematik-Buch, an keiner Vorlesung und Ubungsstunde Freude haben. Und ohne Freude lernt
es sich schlecht.

Die Mehrzahl der Begriffe in diesem Kapitel sollten IThnen deshalb bekannt vorkommen, oder mehr als
das: Sie sollten damit vertraut sein. Sie finden daher hier auch keine groB3eren Beispiele. Unabdingbar
ist aber das Verstiandnis des Funktionsbegriffs, daher finden Sie hier nochmals die genauen Definitionen.
Etwas ausfiihrlicher wird es bei den hyperbolischen Funktionen, die nicht unbedingt in Schulen und Vor-
kurs behandelt werden.

Ein erster Einstieg in MATLAB gehort ebenfalls dazu. Weiter einige generelle Hinweise zum Herange-
hen an Aufgabenstellungen (nicht nur in der Mathematik), damit Sie, egal wie schwer oder leicht die
Aufgabe ist, einen Einstieg finden. Mit diesen Hinweisen gehoren Hindernisse wie ,,Ich wusste gar nicht,
wie ich die Aufgabe anfangen sollte* der Vergangenheit an. Fiir den Start in die Losung einer Aufgabe
ist also gesorgt, und wie’s danach weitergeht, ist eine Ubungssache.

1.1 Fakten zu Funktionen

Definition 1.1 Funktion, Abbildung

Eine Funktion f : X — Y (auch Abbildung genannt) ordnet yA f
jedem Element x € X genau ein Element y € Y zu. Die Menge

X heiflt dabei Definitionsbereich, Y hei3t Wertebereich. Die

wirklich getroffenen Bildpunkte bezeichnet man als Bildmen- ;
ge von f und schreibt: (

fX):={f(x)|xeX}={yeY |esgibtx € Xmit f(x) =y}.
Der Graph einer Funktion f ist die Menge
Graph(f) :={(x, f(x)) |x € X}

Eine Funktion kann man auch notieren als f : x — f(x) und
bezeichnet dabei x als die Variable (Verinderliche) und f(x) Bild 1.1 Die schwarze Linie ist der
als den Funktionswert an der Stelle x. Graph einer Funktion f, denn jedem x
wird genau ein y = f(x) zugeordnet.
Die rote Linie ist der Graph einer Zuord-
nung, die keine Funktion ist, denn man-
chen x sind mehrere y zugeordnet.

v

]

Es ist unbedingt notig, die Funktion f vom Funktionswert f(x) zu
unterscheiden. Dies sind vollig verschiedene Objekte: f ist eine
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A Immer schon Funktion f (eine
Zuordnung) und Funktionswert f(x)
(meist eine Zahl) auseinanderhalten,
um nicht unndtige Verwirrung zu
schaffen.

Umkehrbarkeit von Funktionen

Bild 1.2 Die Graphen von Funktion und
Umkehrfunktion sind symmetrisch zur
Winkelhalbierenden.

A Umkehrfunktion f~! nicht mit
1
Kehrwert — verwechseln. Bei Funkti-

onswerten dagegen hilft genaues Le-
sen: f~!'(x) ist der Wert der Um-
kehrfunktion an der Stelle x, wihrend
(f(x))~" der Kehrwert von f(x) ist.

Komposition von Funktionen

Zuordnung, f(x) ist (meist) eine Zahl. In vielen Biichern findet
man Formulierungen wie ,,. .. eine Funktion f(x). .., was, genau
genommen, Unsinn ist. Diese saloppe Formulierung ist in Ord-
nung, wenn jeder weill, was gemeint ist, fiihrt aber in anderen
Situationen zu Unklarheiten und Missverstdndnissen.

Definition 1.2

Sei f:X — f(X) und M C X. f heiBt umkehrbar auf M,
wenn jedes y € f(M) nur genau einmal getroffen wird, d. h.

fiir alle x;,x; € M gilt:  f(x1) = f(x2) = x1 = xp.

Die Abbildung, die jedem Bildpunkt f(x) das dann eindeutige
x zuordnet, heift Umkehrfunktion f~': f(M) — M.

Ob jedes y nur einmal getroffen wird, sieht man, indem man ver-
sucht, die Gleichung y = f(x) nach x aufzuldsen. Gelingt dies
dquivalent und in eindeutiger Weise, so gibt es zu jedem y nur ge-
nau ein x, das y wird also nur einmal getroffen. Am Ende der Auf-
16sung nach x steht auf der anderen Seite der Gleichung £~ (y).

Beispiel 1.1

f gegeben durch f(x) = 5x+ 7 soll auf Umkehrbarkeit gepriift werden. Um-
stellung ergibt:

1
y=5x+7 <= x:§(y—7)

also ist f umkehrbar und die Umkehrfunktion f~! hat die Funktionsvorschrift
i) =02(x—7). |

Definition 1.3

Hat man zwei Funktionen f und g, so bezeichnet man mit fog
die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) der Funktionen.
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Es ist dann
(fog)(x) = f(g(x)).
Sind f und g umkehrbar, ist auch f o g umkehrbar und es gilt:

(fog) ') =(g7 o f Nx) =g~ (f ' (x)).

Die Komposition f o g kann nur gebildet werden, wenn die Bild-
menge von g im Definitionsbereich von f liegt. Bei fog wird
zuerst g angewandt und danach f. Entsprechend gilt bei den Um-
kehrfunktionen: Damit (fog)~! existiert, muss die Bildmenge
von f~! im Definitionsbereich von g~! liegen.

Beispiel 1.2

f(x) :x2> g(x) = x+4: Dann ist

(fog)®) = flgx) =flx+4)=(x+4)
(go)(x) = &(f(x)=g()=x"+4

f ist umkehrbar auf R, f~!(x) = /x. g ist umkehrbar auf R, g~ ! (x) = x —4,
also gilt:

(fog) '(x) = (¢glof H(x)=vx—4 firallexeRxg
(gof)il(x) = (fflogfl)(x): x—4 firallexeR>s W

Definition 1.4 Monotonie von Funktionen

SeiDCR, f:D— R. b
® f heilt streng monoton steigend, wenn fiir alle x, y gilt

x<y=f(x) <f(y).
® f heiflt monoton steigend, wenn fiir alle x, y gilt

x<y=fx) <f().
® f heilit streng monoton fallend wenn fiir alle x, y gilt

x<y=f(x)> f(y)
¢ f heil}t monoton fallend, wenn fiir alle x, y gilt

X<y— f(x) > f(y)_ Bild 1.3 fj ist streng monoton steigend,
f> monoton steigend, f3 ist streng mo-
noton fallend, f4 monoton fallend.
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Translation, Verschiebung

Translationen bewirken eine Ver-
schiebung des Graphen von f in ho-
rizontaler oder vertikaler Richtung.

Skalierung

Skalierungen bewirken eine Stau-
chung oder Dehnung des Graphen
von f um einen Faktor.

Spiegelung

Spiegelungen bewirken eine Spiege-
lung des Graphen von f an der x-
bzw. y-Achse.

Definition 1.5

Die Abbildung #, : x — x+d heiB3t Translation (Verschiebung)
um (die Konstante) d.

Die Abbildung ¢; an sich ist simpel; interessant wird es, wenn sie
mit anderen Funktionen zusammenkommt:
foty: Hier wirkt sich die Translation in x-Richtung aus.
(fotg)(x) = f(x+d), siehe Bild 1.4(a).
ty o f: Hier wirkt sich die Translation in y-Richtung aus.
(tzo f)(x) = f(x) +d, siehe Bild 1.4(d).

Definition 1.6

Die Abbildung s, : x — cx heifit Skalierung um (den konstan-
ten Faktor) c.

Auch eine Skalierung ist fiir sich selbst nicht sonderlich spannend
und entfaltet erst ihre Wirkung im Zusammenspiel mit anderen
Funktionen:
fos.: Hier wirkt sich die Skalierung in x-Richtung aus.
(fose)(x) = f(cx), siehe Bild 1.4(b).
sc o f: Hier wirkt sich die Skalierung in y-Richtung aus.
(sco f)(x) = cf(x), siche Bild 1.4(e).

Definition 1.7

Die Skalierung s : x — —x heifit Spiegelung.

Eine Spiegelung ist also nichts anderes als eine Skalierung um
den Faktor —1. Sie heif3t natiirlich Spiegelung, weil etwas gespie-
gelt wird. In Kombination mit einer Funktion f wird ndmlich der
Graph von f gespiegelt und zwar

fos: Spiegelung an y-Achse: (fos)(x) = f(—x), siehe Bild 1.4(f)
so f: Spiegelung an x-Achse: (so f)(x) = — f(x), siehe Bild 1.4(c).
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A Y o
A
A
4, —
y Yy
f oty f S0 f f
d x >
X
47
(a) Translation in x-Richtung (c) Spiegelung an der x-Achse
A A A
Yy td o f | y Yy
|
scof
d 6 | f
3+ | fos
x :EV >
\ +-3 r

[ ‘ 76
\
\

A ‘

| 1-12

(d) Translation in y-Richtung (e) Skalierung in y-Richtung (c = 2) (f) Spiegelung an der y-Achse

Bild 1.4 Translation, Skalierung und Spiegelung: Auswirkungen am Graphen von f

Definition 1.8 Polynom vom Grad n

Sein € Ny, ag, ay, ..., a, €R, a, # 0. Dann heift die Funktion
p: R — R, definiert durch
n .
p(x)=ap+ax+ax®+... +a,x" =Y a;x!
i=0

Polynom vom Grad n. Die g;, i =0, ..., n nennt man auch die
Koeffizienten des Polynoms. Das Polynom p(x) = 0 konstant
heifit Nullpolynom.
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Rationale Funktion

Rationale Funktionen sind Quotien-
ten zweier Polynome.

Gerade und ungerade Funktionen

Der Graph einer geraden Funktion ist
symmetrisch zur y-Achse. Der Graph
einer ungeraden Funktion ist punkt-
symmetrisch zum Ursprung.

Beispiel 1.3

Konstante Funktionen sind auch Polynome, und zwar vom Grad 0: p(x) = cx.

p(x) =4x3 —2x° +2x—9 istein Polynom vom Grad 5. Die Koeffizienten lauten
as=—-2,a4=0,a3=4,a,=0,a; =2,a9 = —9.

p(x) = (x+3)7 (x> — 5x+2)3 ist ein Polynom vom Grad 7+2-3 = 13.

plx) = x2 +2x93 ist kein Polynom (nur natiirliche Zahlen sind als Exponent
erlaubt). MW

Definition 1.9

Seien p, g Polynome, ¢ sei nicht das Nullpolynom. Dann heif3t
die Funktion f, die gegeben ist durch

px)

f(x) := ==, rationale Funktion.

q(x)’

Beispiel 1.4

Insbesondere sind auch Polynome rationale Funktionen (man kann das Nenner-

polynom einfach konstant als g(x) = 1 wihlen). Eine typische rationale Funkti-
¥ 42x—7

on sieht aber eher so aus: f(x) := 5276 12"
x13 —6x

Definition 1.10

Eine Funktion f : R — R heifit gerade, wenn
f(x) = f(—x) fiir alle x € R

gilt. f heillt ungerade, wenn gilt:
fx)=—f(—x) fiir alle x € R.

Beispiel 1.5

Die Betragsfunktion x — |x| ist eine gerade Funktion.
Polynome in x, in denen nur Potenzen von x mit geradem Exponenten vorkom-

men, sind gerade Funktionen. O ist dabei auch als gerade Zahl anzusehen.
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Polynome in x, in denen nur Potenzen von x mit ungeradem Exponenten vor-
kommen, sind ungerade Funktionen.
Der Quotient zweier gerader Funktionen ist eine gerade Funktion.
Der Quotient zweier ungerader Funktionen ist auch eine gerade Funktion (siehe
Aufgabe 1.1).
Der Quotient einer geraden Funktion durch eine ungerade oder umgekehrt ist
eine ungerade Funktion. Beispiele dazu:

p1(x) = x2: gerade.

p2(x) = =5x1% + 328 —x? +-7: gerade.

p3(x) =3x7 +2x3 — x: ungerade.
_ —Ix8 424 —x2 42

ri(x) = 25t 3x : ungerade.
5 3
X =2x" —x
= de. W
r2®) 2x7 +5x3 —2x getade

Definition 1.11

Die Funktion exp : R — R definiert durch exp(x) := e*, wo-
bei e = 2.718281828... die Eulersche Zahl ist, wird Expo-
nentialfunktion oder meist kurz e-Funktion genannt. Die e-
Funktion ist streng monoton steigend auf ganz R. Die Bild-
menge ist exp(R) =R, \ {0}.

Die e-Funktion ist einfach eine Potenzfunktion; man rechnet mit
ihr gemif den bekannten Potenzrechenregeln.

Satz 1.1

Die e-Funktion ist umkehrbar; ihre Umkehrfunktion heif3t na-
tiirlicher Logarithmus, In: R, \ {0} — R. Es gelten die fol-
genden Rechenregeln fiir alle x, y > 0:

In(x-y) =Inx+Iny (1.1)
In (’y‘) — Inx—Iny (1.2)
In(x") =r-lnx, firalereR (1.3)
In(y/x) = 1 Inx, fiiralleneN (1.4)

n

Exponentialfunktion

A
500 Y

40
30
20

10

4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Bild 1.5 Der Graph von exp
Logarithmusfunktion

— P =N W
T

Bild 1.6 Der Graph von In
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An diesem Bild konnen Sie viele
wichtige Eigenschaften der Winkel-
funktionen direkt ablesen. Es ist aber
in den anderen drei Quadranten auf
die Vorzeichen der Groflen zu ach-
ten. Die Eigenschaften aus Formeln
abzulesen ist oft etwas verwirrend,
weil die Winkelfunktionen und auch
die Formeln recht dhnlich aussehen.
Wirkliche Einsicht bringt dagegen
dieses Bild.

1.2 Trigonometrische Funktionen

Alle Winkel werden im Bogenmal3 verwendet. Das bedeutet, dass
wir anstelle des Winkels in Grad die Linge des zu diesem Win-
kel gehorenden Kreisbogen auf dem Einheitskreis verwenden'.
Der gesamte Einheitskreis wird durch einen Winkel von 360° be-
schrieben und hat einen Umfang von 27, also entspricht 360° im
Bogenmal} 2 7. Die Umrechnung geschieht mit dem klassischen
Dreisatz.

Die Winkelfunktionen sin, cos, tan, cot kdnnen durch Lingen
von Streckenabschnitten am Einheitskreis definiert werden, siehe
Bild 1.7. Je nach Lage der Streckenabschnitte muss diese Lin-
ge noch ein Vorzeichen bekommen, z. B. liegt fiir x € [7, 7] die
ganze Geschichte im zweiten Quadranten (links oben) und damit
wird sinx > 0, cosx < 0, tanx > 0, cotx < 0.

v cotx
Ve
1 e
_ £
- —
1 ~ ~
Ve
N \ -
N ‘ Ve
N : -
N | Ve
N
NI
<— tanx
r=1 .
sinx —
T —
Ccos x
0 \ 1 u

Bild 1.7 Definition von sin, cos, tan und cot am Einheitskreis: x ist der
Winkel im Bogenmalf3.

I'Sie werden schnell merken, dass in der Mathematik i. Allg. die Dinge ge-
nauso heiflen wie sie sind: Bogenmalf} heifit BogenmaB, weil hier die Linge
eines Kreisbogens gemessen wird.
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Satz 1.2 Eigenschaften (1) von sin und cos

Fiir alle x € R gilt:

sinx € [—1,1], cosx € [—1,1] (1.5) . o

) . Zur Festigung: Machen Sie sich alle
sinx+27m) = sinx,  cos(x+2) = cosx (1.6) diese Eigenschaften an Bild 1.7 klar.
sin”x 4 cos’x = 1 (1.7)

sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosx (1.8)
|sinx| < |x]| (1.9)

Hierbei bedeutet sin®x := (sinx)? und cos?x := (cosx)?.

Man sieht: Der Graph von sin ist ein-
fach der von cos, nur verschoben (und
umgekehrt). cos ist also eine Transla-
tion (siehe Def. 1.5) von sin um 7, wir
konnen also schreiben: cos = sinot 5.

Bild 1.8 Die Graphen von sin und cos

Definition 1.12 Periodische Funktion

Eine Funktion f: R — R heilit p-periodisch, wenn gilt:

x+p)=f(x fiir alle x € R.
f( p) f() sin und cos sind nach (1.6) also

Dabei ist p eine Konstante, die sog. Periode der Funktion f. 2r-periodische Funktionen.
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Eine p-periodische Funktion ist eindeutig beschrieben durch An-
gabe der Funktionsvorschrift auf einem Intervall der Linge p.
AuBerhalb dieses Intervalls wird die Funktion ,,periodisch fortge-
setzt*. Fiir den Graphen von f bedeutet das, dass der Graph iiber

x  diesem Intervall rechts und links immer wieder angefiigt wird.
Dabei konnen natiirlich Spriinge entstehen, wenn die Stiicke an
den Klebestellen nicht zusammenpassen. In Bild 1.9 passiert das
aber nicht, da die Funktionswerte am linken und am rechten Rand
des Intervalls tibereinstimmen.

e L e

Bild 1.9 Der Graph einer p-
periodischen Funktion: Ein Abschnitt
der L&nge p wiederholt sich.

Eigenschaften (ll) von sin und cos  Satz 1.3

Zur Festigung: Formulieren Sie die-

. . Fiir alle x € R gilt:
se Eigenschaften als Kompositionen ShE
von sin, cos und geeigneten Transla- sin (x L %) = cosx, CoOS (x e %) = —sinx
tionen 7. . .
sin(m—x) = sinx, cos(m—x) = —cosx

. . . sin(x+7) = —sinx, cos(x+7m) = —cosx
Man sieht also: sin und cos sind Trans- s - )
lationen voneinander. sin (5 - x) = COsx, COs (7 - x) = sinx

Additionstheoreme fiir sin und cos  Satz 1.4

Fiir alle x, y € R gilt:
sin(x+y) = sinxcosy=cosxsiny

cos(xt+y) = cosxcosyF sinxsiny

Schwingungen  Definition 1.13

Schwingungen entstehen durch zwei Sei A > 0, w > 0, (p € R. Eine Funktion f : R — R mit

Skalierungen und eine Translation f(t) :=Asin(wt+ @)
aus der sin-Funktion. heiBt Schwingung mit Amplitude A, Kreisfrequenz w und
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