IN DIESEM KAPITEL

Die Grundlagen aufsptren: Zahlen

Die Mitspieler festmachen: Variablen und
Zeichen

Sich zusammenschlieRen: Funktionen und
Terme

Das Spiel kann beginnen: den Regeln folgen

Kapitel 1
Die Werkzeugkiste fullen

ten, dass es irgendetwas mit Mathematik zu tun hat. Sie erinnern sich auch daran, dass
Algebra genug Stoff hergegeben hat, um lange genug wihrend Ihrer Schulzeit unter-
richtet zu werden. Aber was ist sie genau? Wofir wird sie wirklich gebraucht?

Sehr wahrscheinlich haben Sie das Wort Algebra schon gelegentlich gehort und wuss-

In diesem Kapitel erfahren Sie die Antwort und dariiber hinaus — aufgelockert durch ein
paar Exklusivberichte zur Entwicklung der Algebra —, wofiir sie gut ist, wie sie gebraucht
wird und was Sie bendtigen, damit sie funktioniert.

Kurz zusammengefasst kann man sagen, dass Algebra eine Methode ist, Arithmetik anzu-
wenden. Die Tatsache, dass man in einer Formel Variablen verwenden kann, die jeden Wert
reprisentieren konnen, zeigt, dass Formeln mit allen Zahlen funktionieren. Algebra arbei-
tet mit positiven und negativen ganzen Zahlen, Briichen, Operatoren und Symbolen, um
die Beziehung von Werten zueinander aufzuzeigen. Es ist ein System von Zahlen und ihrem
Verhiltnis zueinander, das nach bestimmten Regeln funktioniert.

Die Gleichung a - 0 = 0 zeigt beispielsweise, dass jede reelle Zahl, hier mit a wie-
dergegeben, mit 0 multipliziert wieder 0 entspricht. (Mehr Information zum The-
ma Multiplikation mit null finden Sie in Kapitel 14.)

In der Algebra lasst sich vieles zusammenfassen. Den Term x + x + x = 6 beispielsweise (mit
der Losung x = 2), kann man auch mit 3x = 6 wiedergeben.

Vielleicht denken Sie sich: »Das ist ja alles schon und gut, aber bitte: Ist es wirklich nétig,
so etwas zu tun — Buchstaben statt Zahlen zu benutzen?« Aber ja! Schon die ersten Ma-
thematiker haben festgestellt, dass sich Probleme durch die Verwendung von Buchstaben
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statt Zahlen vereinfachen lassen. Und genau darum geht es in der Algebra: Probleme zu
vereinfachen.

Der grundlegende Zweck der Algebra ist seit Tausenden von Jahren der gleiche: Menschen
zu befihigen, Probleme mit unbekannten Antworten zu lésen.

Algebra mit Aha-Erlebnis

Wenn man einen Blick in die Vergangenheit wirft, kann man beobachten, dass sich die
Algebra in den verschiedenen Kulturen ein wenig unterschiedlich entwickelt hat. Die
Babylonier haben 2000 v. Chr. dreigliedrige quadratische Gleichungen gelost, wahrend
die Agypter sich mit linearen Gleichungen befassten. Die Hindus haben einige Fort-
schritte im sechsten Jahrhundert n. Chr. gemacht; im siebten Jahrhundert fand Brah-
magupta von Indien allgemeingiiltige Losungen fiir quadratische Gleichungen und in-
teressierte sich fiir den Wert null. Die Hindus betrachteten irrationale Zahlen als reelle
Zahlen — auch wenn damals nicht jeder daran glaubte.

Obwohl zu diesen Zeiten niemandem unser hoch entwickeltes Kommunikationsnetz
zur Verfligung stand, haben sich auch frithe Kulturen iiber die Jahrhunderte hinweg aus-
getauscht. 825 n. Chr. schrieb al Khawarizmi von Bagdad das erste Algebra-Lehrbuch.
Eine der ersten Losungen einer algebraischen Aufgabe findet sich allerdings schon auf
einem circa 3.500 Jahre alten dgyptischen Papyrus. Diese Raritét ist benannt nach dem
Schotten Rhind, der den 30 Zentimeter breiten und 5,5 Meter langen Papyrus 1858 in
Agypten kaufte; heute wird er im British Museum in London aufbewahrt. Wissenschaft-
ler haben herausgefunden, dass ein dgyptischer Schreiber namens Ahmes um 1650 v.
Chr. einige noch frithere mathematische Arbeiten auf den Rhind-Papyrus abgeschrie-
ben hat.

Eine der Aufgaben lautet: »Aha, es ist ganz, es ist ein Siebtel, es ergibt 19.« Dieses
»Aha« ist kein tiberraschter Ausruf, sondern bezeichnete die Unbekannte. Konnen
Sie diese frithe agyptische Aufgabe l6sen? Heute wiirde man dafiir folgendermafien

schreiben: x + Z = 19. Die Unbekannte ist x und die Losung lautet: x = 16§. (Diese

Schreibweise nennt man eine gemischte Zahl. Mehr dartber erfahren Sie in Kapitel 3.)
Das ist nicht schwierig, nur etwas ungewohnt ausgedriickt.

Mit den Grundlagen anfangen: Zahlen

Was wiren Mathematik und Algebra ohne Zahlen? Zahlen sind ein Teil des taglichen Le-
bens, aber auch das Grundgeriist, auf dem die Algebra aufbaut. Zahlen geben einem einen
Wert, mit dem man arbeiten kann.

Wo wire unsere Gesellschaft heute ohne Zahlen? Ohne Zahlen, um mit Ellen zu rech-
nen, hétte Noah nicht seine Arche bauen kénnen. Ohne Zahlen, um Entfernungen, Neigun-
gen, Hohen und Richtungen auszurechnen, hétten die Pyramiden niemals errichtet werden
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konnen. Ohne Zahlen, um Navigationspunkte zu errechnen, hétten die Wikinger niemals
Skandinavien verlassen konnen. Ohne Zahlen, um Entfernungen im All zu ermitteln, hitte
die Menschheit niemals auf dem Mond landen konnen.

Sogar die einfachsten Aufgaben und die gewohntesten Lebenssituationen erfordern ein Ver-
stdndnis von Zahlen. Stellen Sie sich vor, Sie méchten ausrechnen, wie viel Benzin Sie téglich
bei der Fahrt zur Arbeit und zuriick verbrauchen. Sie benédtigen die Anzahl der Kilometer,
die Sie zuriicklegen, und eine zweite Zahl, die der Kilometer, die Ihr Auto mit einem Liter
Benzin fahren kann.

Verschiedene Arten von Zahlen sind wichtig, weil ihr Aussehen und ihr Verhalten die Rah-
menbedingungen fiir bestimmte Situationen festlegen kénnen oder bestimmte Probleme
l6sen helfen. Es kann natiirlich sehr bequem sein, zu verkiinden: »Ich werde mich aus-
schliefllich mit ganzen Zahlen beschéftigen«, da ganze Zahlen keine Briiche beinhalten. Das
konnte der Fall sein, wenn Sie eine Aufgabe l6sen, die mit einer Anzahl von Autos arbeitet.
Wer will schon ein halbes Auto?

Die Algebra arbeitet mit verschiedenen Arten von Zahlen — ganzen Zahlen und solchen, die
Sie gleich kennenlernen werden —, um verschiedene Arten von Aufgaben zu bewiltigen.

Ganz reelle Zahlen

Reelle Zahlen sind das, was der Name sagt. Im Gegensatz zu imaginédren Zahlen
ey bezeichnen sie einen reellen Wert — sie sind also keine Vortduscher oder
Hochstapler. Reelle Zahlen, die grofite Gruppe von Zahlen, beinhalten das
ganze Zahlen-Spektrum; sie decken die Skala ab und konnen jede Form
annehmen — Briiche oder ganze Zahlen, Dezimalstellen oder keine Dezi-
malstellen. Zur grofien Welt der reellen Zahlen gehoéren auch unendliche
Dezimalzahlen, die nicht aufthdren. Die Vielfalt ist endlos.

0 In diesem Buch geht es ausschliefSlich um reelle Zahlen.

Auf naturliche Zahlen zahlen

v

Eine natiirliche Zahl ist das, was wir uns zuerst unter einer Zahl vorstellen. Welche Zahlen
haben Sie als Erstes benutzt? Erinnern Sie sich an die Frage: »Wie alt bist du denn?« Sie haben
stolz Thre Finger hochgehalten: »Vier!« Die natiirlichen Zahlen heifien auch Zahlzahlen: 1,
2,3, 4, 5,6,7 und unendlich so weiter.

Man verwendet natiirliche Zahlen, um Gegenstédnde zu zahlen. Manchmal muss man zéh-
len, wie viele Personen anwesend sind. Eine halbe Person wiirde nicht mitgezahlt (und ist
eine ziemlich grausige Vorstellung). Man bedient sich natiirlicher Zahlen auch, um Listen
zu erstellen.
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Ganz und gar ganze Zahlen

Ganze Zahlen erweitern den Mathematiker-Horizont schon um einiges. Ganze Zahlen
beinhalten alle natiirlichen Zahlen, ihr Gegenteil (die Gegenzahl) und die Zahl null (mehr
Informationen zum Thema Gegenzahl finden Sie im Abschnitt Mit Gegenteilen arbeiten
in diesem Kapitel). Als ganze Zahlen bezeichnet man also negative und positive natiirliche
Zahlen, nicht zu vergessen die Null, die auch »nicht vorhanden« bedeutet: ..., -3, -2, -1, 0,
1,23, ..

In der Algebra sind ganze Zahlen sehr beliebt. Wenn man eine lange, komplizierte Aufgabe
zu l6sen hat und eine ganze Zahl als Ergebnis erhalt, kann man sich freuen, da das Ergebnis
wahrscheinlich richtig ist. Es ist beispielsweise kein Bruch! Was nicht heif$t, dass mathe-
matisch richtige Losungen nicht auch Briiche oder Dezimalzahlen sein konnen. Es ist nur
so, dass die meisten Ubungsbiicher mit schénen Losungen arbeiten, um das Erfolgserlebnis
zu verstarken und ein Durcheinander zu vermeiden. Das ist auch meine Absicht fiir die-
ses Buch. Wer will schon eine verworrene Antwort — wenngleich das im richtigen Leben
ofter der Fall ist. Wenn man keine ganze Zahl als Ergebnis erhilt, kann es auch erforder-
lich sein, auf eine solche zu runden. Das ist vor allem sinnvoll, wenn man mit Beispielen
von Menschen, Autos, Tieren, Hausern oder anderem, was man nicht in Stiicke teilen sollte,
rechnet.

Gerade und ungerade Zahlen

Eine gerade Zahl léasst sich durch 2 teilen: 2, 4, 6, 8, ... Eine ungerade Zahl lasst sich nicht
durch 2 teilen: 1, 3, 5, 7, ... Listet man ganze Zahlen auf, wechseln sich gerade und ungerade
Zahlen ab.

Vernunftig sein: Rationale Zahlen

Rationale Zahlen sind verniinftig! Was heif3t das? In diesem Fall heifit es, dass sich das de-
zimale Aquivalent einer rationalen Zahl »verniinftig« verhilt. Die Dezimalzahl ist entweder
endlich oder periodisch, das heift, sie endet an irgendeiner Stelle oder die Stellen @1
dem Komma wiederholen sich unendlich: 3,4; 5,77623; —4,5 oder 3,164164164 ... = 3,164;
0,66666666 ... = 0, 6. Der waagerechte Strich tiber der 164 beziehungsweise 6 bezeichnet
eine unendliche Wiederholung dieser Zahlen.

Rationale Zahlen konnen immer als Bruch geschrieben werden. Alle haben einen Bruch,
dem sie entsprechen. Also lautet eine Definition von rationalen Zahlen: jede Zahl, die als
Bruch ausgedriickt werden kann.

Irrationale Zahlen zahmen

Irrationale Zahlen bezeichnen das, was man von ihrem Namen erwartet — das Gegenteil ei-
ner rationalen Zahl. Eine irrationale Zahl kann also nicht als Bruch geschrieben werden und
ihre Dezimalstellen sind weder endlich noch periodisch. So viel zu irrationalem Verhalten!
Die Zahl »Pi« () beispielsweise mit ihren niemals endenden Dezimalstellen, ist irrational:
3,141592653589...
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Von Ziffern, Fingern und Zehen

Die indisch-arabischen Zahlzeichen, wie 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, stammen von den Indern
und wurden im Hinblick auf ein dezimales System geschaffen. Das Wort dezimal kommt
aus dem Lateinischen und heif3t »ein Zehntel« oder »der Zehnt«. Das indisch-arabische
System ist eine stellungsabhdngige Schreibweise, das heif3t, dass die Reihenfolge der ge-
schriebenen Ziffern eine Rolle spielt. Die Zahl 35 unterscheidet sich von der Zahl 53, da
die 3 in 35 fiir drei Zehner steht und in 53 fiir drei Einer.

Der Hauptgrund, warum die Menschheit ein dezimales, ein Zehner-System, geschaffen
hat, liegt in der Tatsache, dass wir normalerweise zehn Finger und zehn Zehen haben.
Es hitte auch ein Zwanziger- oder Fiinfer-System wie das der Babylonier werden kon-
nen. Von circa 1700 v. Chr. bis circa 500 n. Chr. rechneten die meisten Mathematiker
mit einem Sechziger-System. Auf die Zahl 60 kam man, da ein Jahr in etwa 360 Tage hat
und 60 ein Teiler von 360 ist. Uberbleibsel dieses frithen Systems finden sich in unse-
ren Minuten und Sekunden wieder. Konnen Sie sich vorstellen, sich sechzig statt zehn
unterschiedliche Ziffern merken zu miissen?

Alle Zeichen dieser frithen Zahlensysteme bedeuteten etwas: eine Sache hiervon, zwei
davon und so weiter. Die meiste Zeit gab es keine Ziffer und kein Zeichen fiir nichts
beziehungsweise null. Das erste Zeichen fiir null (es dhnelt einem auf dem Kopf ste-
henden »W«) wurde erst 300 v. Chr. eingefiihrt. Davor liefd man einfach einen leeren
Platz, wenn man »nichts« meinte. Manchmal vergaflen Schreiber, diesen Platz zu las-
sen, manche lieffen nicht genug Platz. AufSerdem gab es keinen Weg, mehr als eine Null
darzustellen.

Variablen variieren

das, wonach man in einer mathematischen Aufgabe sucht, steht. Eine Variable

0 Eine Variable bezeichnet einen Buchstaben, der fiir eine unbekannte Grofie oder
steht immer fiir eine Zahl.

Die Algebra bedient sich verschiedener Buchstaben, der Variablen, um bestimmte Zahlen-
werte darzustellen. Haufig wéhlt man den Buchstaben so, dass er etwas tiber die Grof3e, fiir
die er steht, aussagt.

Die folgende Liste fiihrt die hdufigsten Variablen auf.

v/ Der Buchstabe # wird in der Algebra hiufig verwendet. Oft bezeichnet # eine unbe-
kannte Grofde oder Zahl — vielleicht weil 7 der erste Buchstabe des Wortes »Nummer«
ist.
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¢/ Ein x steht meist fiir eine gesuchte Zahl, vielleicht weil wir den Buchstaben mit etwas
Geheimnisvollen verbinden: X markiert den Punkt, an dem der Schatz vergraben ist,
oder es gibt Aktenzeichen XY.

¢/ Cund k sind zwei der haufiger gebrauchten Buchstaben, wenn es darum geht, bekann-
te Grof3en oder Konstanten, die beliebig sind, darzustellen.

Algebra sprechen

Die Algebra ist mit ihren mathematischen Zeichen wie eine Fremdsprache. Alle diese Zei-
chen bedeuten etwas und konnen iibersetzt werden. Es ist wichtig, das Vokabular einer
Fremdsprache zu beherrschen; genau so wichtig ist es in der Algebra.

v/ Eine Gleichung bedient sich eines Zeichens, um einen Bezug darzustellen — den, dass
zwei Dinge gleichwertig sind. Wenn man mit Gleichungen arbeitet, konnen schwie-
rige Aufgaben zu leichteren Aufgaben mit simpleren Losungen vereinfacht werden.
Eine Gleichung ist beispielsweise 2x? + 4x = 7. In Teil III erfahren Sie mehr iiber
Gleichungen.

v/ Die verschiedenen Rechenarten wendet man auf zwei oder mehr Zahlen an, um ein Er-
gebnis zu erhalten. Rechenarten sind Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und so weiter. In Kapitel 6 erfahren Sie mehr tiber Rechenarten.

v/ Eine Variable ist ein Buchstabe, der fiir eine Zahl steht, die sich aber je nach Glei-
chung oder Ungleichung dndert. (Eine Ungleichung ist ein Vergleich von zwei
Werten — mehr dazu in Kapitel 16.) Dann aber steht der Wert fest; man kann ihn
ermitteln und dadurch die Losung der Gleichung erhalten.

v/ Eine Konstante ist eine Zahl, die sich in einer Gleichung nie dndert, also konstant
gleich bleibt. Die Zahl 5 ist konstant, weil sie ist, was sie ist. Eine Variable kann kon-
stant sein, wenn ihr ein bestimmter Wert zugeordnet ist. Normalerweise bezeichnen
die ersten Buchstaben des Alphabets eine Konstante. In der Gleichung ax? + bx + ¢ =
0 sind 4, b und ¢ Konstanten und x eine Variable. Der Wert von x hingt davon ab, wel-
che Werte fiir a, b und ¢ vorgesehen sind.

v/ Ein Exponent ist die kleine Zahl, die sich rechts oben an einer Variablen oder Zahl
befindet, so wie die 2 in dem Term 32. Man verwendet ihn, um eine wiederholte Mul-
tiplikation zu kennzeichnen. Den ganzen Term bezeichnet man auch als Potenz. Expo-
nenten finden Sie in Kapitel 4.

Ein Term ist eine beliebige Kombination von Zahlen und Rechenzeichen. Sowohl

Gy der ganze Ausdruck 3x*y + 5x — 6 als auch die einzelnen Glieder der Rechnung
6 3x%y, 5x und 6 sind Terme.

Rechenarten unter der Lupe

Wie eben erldutert, werden Unbekannte heute durch Variablen dargestellt. Bevor man
sich angewohnte, Zeichen zu benutzen, schrieb man Aufgaben in langen, wortreichen



KAPITEL 1 Die Werkzeugkiste filllen 35

Umschreibungen. Tatsdchlich war es ein grofier Durchbruch, Rechenzeichen zu verwen-
den. Zuerst fiihrte man Zeichen fiir ein paar Rechenarten ein, dann wurde Algebra zu
einem kompletten System aus Zeichen und Zahlen. Heutzutage finden sich bisweilen
noch ein paar Worter, allerdings am Rand der Rechnungen, um diese zu erldutern und das
Verstidndnis zu erleichtern — wie Untertitel bei einem Film. Sehen Sie sich dieses Beispiel
an, um zu verstehen, was ich meine. Wie wiirden Sie lieber schreiben:

Die Anzahl der Wasserliter multipliziert mit 6 und dann zu einer 3 addiert.
oder

6x + 3?7

Ich wiirde die zweite Moglichkeit wihlen, Sie nicht auch?

Indem man das macht, was schon die frithen Mathematiker gemacht haben — eine Varia-
ble fiir eine Zahl einsetzen, dann ein paar Rechenarten anwenden (Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division) und dann nach den Regeln arbeiten, die sich iiber die Jahre
manifestiert haben —, hat man ein solides, organisiertes System, um zu vereinfachen, zu 16-
sen, zu vergleichen oder eine Gleichung zu bestitigen. Davon handelt die Algebra — dafiir
ist Algebra gut.

Was hinter dem Wort Algebra steckt

Das Wort Algebra ist eine Variation des Wortes aljabr, ein arabisches Wort, das ein
Aufeinandertreffen oder eine Vereinigung von Teilen bezeichnet. Dieses Wort hatte sich
weiterentwickelt, als die Mauren den Ausdruck algebrista, Knochensetzer (jemand, der
Knochen wieder zusammensetzt), im Mittelalter nach Spanien brachten. Wenn auf dem
Schild iiber einem spanischen Barbierladen Algebrista y Angradoe stand, hief das, dass
es dort einen Knochensetzer und jemanden zum Aderlassen gab. Damals und noch die
folgenden Jahrhunderte fithrten Barbiere kleinere medizinische Anwendungen aus, um
ihr Gehalt aufzubessern. Der rot-weifSe Barbierpfosten, der in einigen Landern heute
noch als Zeichen fiir alte Friseursalons steht, symbolisierte Blut und Verbénde. Vielleicht
ist das der Grund, warum Algebra, das sich von algebrista ableitet, den Ruf hat, hin und
wieder schmerzhaft zu sein.

Rechenzeichen entschliisseln

Die Grundlagen der Algebra beinhalten Zeichen. Algebra verwendet Zeichen fiir
ey Mengen, Rechenarten und Verhéltnisse. Die Zeichen sind Abkiirzungen und viel
o/ effizienter, als das Wort oder seine Bedeutung auszuschreiben. Allerdings muss
man wissen, was die unterschiedlichen Zeichen bedeuten. Die folgende Liste ver-

rat einige dieser Bedeutungen.

V' + heildt addiere oder finde die Summe, mehr als oder vermehrt um; das Ergebnis einer
Addition ist die Summe.
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V' - heifit subtrahiere oder minus oder vermindert um oder weniger; das Ergebnis ist die
Differenz.

V' - heifit multipliziere oder mal. Die Werte, die miteinander multipliziert werden, sind
die Multiplikatoren oder Faktoren, das Ergebnis ist das Produkt. Es gibt noch wei-
tere Zeichen fiir die Multiplikation, unter anderem solche mit gruppierendem Cha-
rakter: (), [ ], {}, X. Letzteres Zeichen wird eher selten verwendet, da man es leicht
mit der Variablen x durcheinanderbringen kann. Der Punkt ist beliebt, da er schnell
zu schreiben ist. Die Klammern kommen zur Anwendung, wenn man mehrere Ter-
me zusammenfassen oder einen verwirrenden Ausdruck besser darstellen mochte.
An und fiir sich bedeuten sie noch keine Multiplikation, aber wenn ein beliebiger
Wert vor einer Klammer steht, dann muss man diesen Wert mit allen Werten in der
Klammer multiplizieren. Mehr Informationen zu diesem Thema gibt es gleich in dem
Klammern-Abschnitt.

V' : heif3t dividiere. Der Dividend, die zu teilende Zahl, wird durch den Divisor geteilt.
Das Ergebnis ist der Quotient. Andere Zeichen fiir die Division sind der Bruchstrich—
und der Schrégstrich /.

(4 heif3t, ziehe die Wurzel aus etwas. Man sucht die positive Zahl, die mit sich
selbst multipliziert die Zahl unter dem Wurzelzeichen ergibt (mehr zum Thema in
Kapitel 4).

v/ || bezeichnet den Betrag einer Zahl, also die Zahl selbst oder ihren Abstand zu null
(mehr zu Betrégen finden Sie in Kapitel 2).

v/ ...bedeutet und so weiter, et cetera oder im gleichen Schema fortlaufend. Man verwen-
det diese Auslassung in der Algebra, wenn man eine lange Liste von Zahlen hat und
sie nicht ausschreiben mochte. Will man beispielsweise die Zahlen von 1 bis unendlich
auflisten, schreibt man: »1, 2, 3, 4, ...«. Eine Liste der Zahlen von 600 bis 1.000 sieht so
aus: »600, 601, 602, ..., 1.000«.

7 ist der griechische Buchstabe »Pi«, der die irrationale Zahl 3,14159... bezeich-
net. Er stellt das Verhéltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises dar. Mehr
zu diesem Verhiiltnis in Kapitel 17.

Klammern

Wenn ein Autohersteller ein Auto zusammenschraubt, muss er ein paar Dinge im Vorfeld
erledigen. Die Motor-Spezialisten miissen erst den Motor aus all seinen Einzelteilen zusam-
mensetzen. Der Rahmen muss auf den Unterbau aufgebracht und gesichert werden. Und
alle anderen Facharbeiter miissen erst ihre Spezialarbeit abliefern. Wenn diese Aufgaben
eine nach der anderen erfullt wurden, kann man das Auto zusammensetzen. Das Gleiche
gilt fiir die Algebra. Zuerst muss man sich um das kiimmern, was innerhalb der Klammern
steht, bevor man das Ergebnis auf die restliche Gleichung anwenden kann.

Klammern, gruppierende oder zusammenfassende Zeichen, die Teilsummen bilden, bedeu-
ten, dass man zuerst die Terme innerhalb der Zeichen losen muss, bevor man sich mit der
restlichen Aufgabe befasst.
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Die wichtigsten gruppierenden Zeichen sind:
¢’ () Runde Klammern (sie werden am hiufigsten gebraucht)
v’ [] Eckige Klammern

v’ {} Geschweifte Klammern

Zum Beispiel verpflichtet 8 — (4 — 2) dazu, erst die Teilsumme innerhalb der Klammern zu
l6sen. Und das unterscheidet sich von (8 — 4) — 2. Die erste Rechnung ergibt 6, die zweite 2.

Diese drei Arten von Klammern — die runden, eckigen und geschweiften — werden sowohl
allein als auch in Kombination verwendet. Treten sie zusammen auf, stellen sie meist eine
kompliziertere Aufgabe dar.

Die Urspringe des Gleichheitszeichens

Robert Recorde war der Erste, der in der Mitte des 16. Jahrhunderts das Gleichheits-
zeichen (=) benutzte. Er schrieb: »Ich werde, wie ich es oft in meinen Arbeiten zu tun
pflege, ein Paar von parallelen Strichen der gleichen Lénge, Gemowe-Linien, verwen-
den, ==, weil zwei Dinge nicht dhnlicher sein kénnten.« Allerdings akzeptierten viele
Mathematiker dieses Gleichheitszeichen nicht sofort. Manche arbeiteten mit zwei ver-
tikalen parallelen Strichen; beliebt war fiir einige Zeit auch ein Zeichen, das in etwa
so aussah: a (mit an der rechten Seite verldngerten Linien). Es scheint, dass das Zei-
chen, wie wir es heute kennen, ungefahr in der Mitte des 17. Jahrhunderts allgemein
akzeptiert war.

Beziehungen definieren

Algebra handelt von Verhiltnissen — nicht von heimlichen, romantischen Verhiltnissen,
sondern von solchen zwischen Zahlen und Variablen einer Gleichung. Obwohl algebraische
Verhiltnisse genauso kompliziert sein konnen wie Liebesverhiltnisse, haben Sie bessere
Chancen, die mathematischen zu verstehen.

Es folgen die einschligigen Zeichen.

(==
"6" ¢/ = heifdt, dass der Wert vor dem Zeichen der gleiche ist wie der nach dem
Zeichen.

v/ # heifdt, dass der Wert vor dem Zeichen nicht der gleiche ist wie der nach
dem Zeichen.

v/ = heifit, dass der eine Wert anndhernd oder ungefiihr gleich dem anderen ist;
das Zeichen wird beim Runden von Zahlen verwendet.

v/ < heif3t, dass der erste Wert kleiner ist als oder gleich ist wie der folgende
Wert.
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v/ < heifdt, dass der erste Wert kleiner ist als der folgende Wert.

v/ > heifit, dass der erste Wert grofSer ist als oder gleich ist wie der folgende
Wert.

v/ > heif3t, dass der erste Wert grofSer ist als der folgende Wert.

Mit Gegenteilen arbeiten

In der Algebra kommt man seinem Ziel bei der L6sung von Gleichungen oft ndher, wenn
man mit Gegenteilen arbeitet. Man muss die Rechnungen riickgéngig machen, die davor mit
den Variablen durchgefithrt wurden. Das Gegenteil einer Rechnung ist eine andere Rech-
nung, die einen zum Ausgangspunkt zuriickbringt. Dieses Verfahren wird hauptséchlich
angewendet, um Zahlen loszuwerden, die mit Variablen verbunden sind, damit man an die
Losung fiir die Variable kommt.

Aufmupfig sein: Gegenteilig rechnen

Das Gegenteil von der Addition einer 3 ist die Subtraktion einer 3. Wenn man eine 3 zu 100
addiert, bekommt man 103. Wenn man dann die 3 von der 103 subtrahiert, ist man beim
Ausgangspunkt gelandet.

v/ Das Gegenteil der Addition ist die Subtraktion.
Das Gegenteil der Subtraktion ist die Addition.
Das Gegenteil der Multiplikation ist die Division.

Das Gegenteil der Division ist die Multiplikation.

S X S N

Das Gegenteil des Ziehens einer Wurzel ist das Quadrieren (den Wert mit sich selbst
multiplizieren).

AN

Das Gegenteil des Quadrierens ist das Ziehen der Wurzel.

AN

Das Gegenteil der Erhebung in die dritte Potenz ist das Ziehen der Kubikwurzel. (Po-
tenzen und Wurzeln sind das Thema von Kapitel 4.)

Gegenteile von Zahlen entdecken
Eine Zahl hat zwei Gegenteile: eine Gegenzahl und einen Kehrwert.

v/ Die Gegenzahl ist die Zahl mit dem gegenteiligen Vorzeichen. Also ist —3 die Gegen-
zahl von 3 und 16 die Gegenzahl von —16. Mit der Gegenzahl arbeitet man, wenn
beispielsweise 3 oder 16 zu einer Variablen addiert wird und man die Variable allein
haben mochte; die Gegenzahl wird beim Losen von Gleichungen mit einer Variablen
verwendet.

v/ Den Kehrwert nennt man auch Reziprokwert. Beim Kehrwert einer Zahl wird die Aus-
gangszahl unter den Strich eines Bruchs geschrieben, mit einer 1 oberhalb des Strichs.
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Also ist 1 der Kehrwert von 2 und 25 der Kehrwert von LS Wenn es sich um einen
Bruch handelt, ist der Kehrwert einfach dieser Bruch veriehrt herum geschrieben.

4 7
Der Kehrwert von = ist folglich —. Damit arbeitet man, wenn eine Zahl mit einer Va-

riablen multipliziert oder durch eine Variable dividiert wird; man bekommt dann die
Variable allein und somit die Losung.

Nach den Regeln spielen

Zu den Grundlagen der Algebra gehoren auch Regeln — wie die Regeln, die man beim Au-
tofahren zu beachten hat. Wenn jeder nach den gleichen Regeln fahrt, gibt es weniger Un-
falle und kein Chaos auf den Straflen. Das Gleiche gilt wieder einmal fiir die Algebra. Man
muss die Regeln der Algebra einhalten, wenn man mit Variablen, Zahlen und Zeichen ar-
beitet. Beim Losen einer Aufgabe ist es besonders wichtig, nach den Regeln vorzugehen, da
man nicht weifs, fiir welche Zahl die Variable steht. Die Regeln wurden einmal entwickelt
und werden heute von allen gleich verwendet — deswegen ist die Sprache der Algebra so
allgemeingiiltig.

Die Algebra arbeitet mit Zeichen, zum Beispiel Variablen und Rechenzeichen, die man ver-
wenden kann, um mathematische Ausdriicke brauchbarer und lesbarer zu gestalten. Damit
einhergehen das Vereinfachen, Faktorisieren und Losen von Aufgaben, die in Einzelteile zer-
legt leichter zu l6sen sind. Zeichen zu verwenden ist einfacher, als sich durch einen Wust
von Wortern zu arbeiten.

v/ Vereinfachen heift: alles zusammenfassen, was man zusammenfassen kann, die Terme
der Rechnung reduzieren und die Aufgabe in eine verstandliche Form bringen. Mehr
zum Thema Vereinfachen erfahren Sie in Kapitel 13.

v/ Fuaktorisieren heifit: zwei oder mehr Terme zu einem Produkt machen. Die Techniken
des Faktorisierens finden Sie in Teil I1.

v/ Lisen heifit: eine Antwort finden und in der Algebra im Speziellen herauszufinden,
woflr die Variable steht.

Es macht Spaf3, Gleichungen zu 16sen, da man ein Ziel verfolgt. Man sucht etwas (oft eine Va-
riable, beispielsweise x) und bekommt eine Antwort, die man auf ihre Richtigkeit tiberpriifen
kann. Es ist wie bei einem Puzzle. Allerdings ist das Losen von Gleichungen nur Mittel zum
Zweck. Die wahre Schonheit der Algebra erschlieft sich, wenn man Aufgaben im wirkli-
chen Leben bewiltigt — in einer praktischen Anwendung. Sind Sie bereit fiir dieses Wort:
Textaufgaben? Textaufgaben sind der eigentliche Sinn der Algebra. Warum sollte man sich
mit Algebra befassen, wenn es keinen guten Grund dafiir gibt? Hoppla! Vielleicht mochten
einige von Ihnen Algebra-Aufgaben nur spafleshalber 16sen. Ja, solche Leute gibt es. Aber
andere Leute sehen es gerne, wenn eine komplizierte Beschreibung zu einer hiibschen und
iibersichtlichen Losung fithrt, wie: »Die Antwort lautet drei Bananen.«

Sie konnen jeden dieser Schritte ausfithren und jedes Hilfsmittel anwenden, wenn Sie das
Spiel spielen mochten: Vereinfachen, Faktorisieren, Losen, Priifen. Richtige Losung? Gut ge-
macht! Es ist Zeit, anzufangen ...
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